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Resumo

Dado um conjunto de pontos no plano, que denominamos terminais, prova-
se que sempre existe um grafo minimal que os conecta, chamado “arvore de
Steiner” (veja [GP]). Os terminais podem representar centros de conexao
para rotas, elementos de circuito elétrico, ou servidores principais de rede de
computadores. Ou seja, o problema em questao é otimizar a comunica¢ao
entre os terminais, caso isto seja representado por uma arvore de menor
comprimento possivel. Nem sempre o “menor comprimento” representa a
otimizacao. O Problema de Steiner possui variacoes em que as arestas da ar-
vore sO podem seguir direcoes horizontal e vertical, como no caso de circuitos
elétricos (veja [Fo]). Outra variacao ¢ quando cada ponto Steiner tem custo
muito alto, e pretende-se obter uma tal arvore com o menor ntimero de tais
pontos. Ela serd “minimo local” para comprimento, mas nao necessariamente

global (veja [Ch]).

Na area de redes de computadores, aplicam-se arvores de Steiner na dis-
tribuicao de video, conferéncias multimidia que utilizam comunicacao “mul-
ticast” para transmissao de dados (vide [Ji]). Desenvolvemos o trabalho em
dois pilares principais: Teoria de Superficies Minimas e Implementacao de
Algoritmos Aproximativos. Uma motivacao fisica para “arvore de Steiner” é
que ela pode ser também realizada por peliculas de sabao, e por isso com-
partilham propriedades de Superficies Minimas. Como exemplo, considere
uma solugao de saba. Ao mergulharmos e retirarmos duas placas paralelas
ligadas por pinos, uma pelicula irad conecta-los. Esta representa um grafo de
comprimento minimo que interliga os pinos. Como ¢ sabido, as peliculas de
sabao realizam as Superficies Minimas.

Para visualiza-la, recorre-se a Algoritmos Numéricos e Programacao Gré-
fica. Os métodos baseiam-se principalmente na implementacao dos algorit-
mos da referéncia [GP], implementacao esta que foi realizada utilizando o
“software” MatLab. Os desafios envolvidos se pautam basicamente na pro-
gramagao computacional dos resultados teoricos descritos em [GP]. O pro-
blema da arvore de Steiner ¢ bem conhecido, e um 6timo exemplo de interface
entre Superficies Minimas e Analise Numérica.



Abstract

Given a set of points in the plane, which we call terminals, one proves that
they are always connected by a minimal graph called “Steiner tree”. The
terminals may represent main connection route points, circuit elements or
network computer servers. That is, the problem is to optimize traffic among
the terminals whenever this is represented by a tree of shortest length. Not
always the shortest length corresponds to an optimisation. The Steiner Prob-
lem has variations like moving only in horizontal and vertical directions, as
happens to circuits (see [Fo]). Another variation is when each Steiner point
has a high cost, so one seeks for such a tree with the smallest number of
them. In this case, it will be a “local minimum” of length, but not necessarily
a global minimum (see [Ch]).

Steiner trees find application in Computer Networks, in video broadcast
and conferences which use “multicast” communication for data transmission
(see [Ji]). We develop this work by means of two main theories: Minimal
Surfaces and Approximation Algorithms. Steiner trees may be physically
realised through soap films, and these share many properties with Minimal
Surfaces. As an example, consider a soap solution with two parallel plates
connected by pins embedded therein. After on takes them out, a soap film
will connect the pins, and it represents a minimal graph. Soap films realise
Minimal Surfaces in practical experiments.

In order to visualise the Steiner trees one makes use of Numerics and
Graphic Programming. The methods used in this work are essentially based
upon the algorithms from [GP] and we chose the software MatLab for this
purpose. Most of the work consisted in programming the theoretical results
from [GP]. The Steiner tree problem is largely known and a good example
of interface between Minimal Surfaces and Numerics.
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Capitulo 1

Introducao

Dado um conjunto de pontos no plano, prova-se que sempre existe um grafo
minimal que os conecta, chamado “arvore de Steiner”. Um modo de visualiza-
la é com o seguinte procedimento: Em uma solugao de sabao, ao mergulhar-
mos e retirarmos duas placas paralelas ligadas por pinos, uma pelicula ira
conecté-los (vide Figura 1.1). Ao observarmos de cima, vemos um grafo de
comprimento minimo que interliga os pinos. Como ¢ sabido, as peliculas de
sabao realizam as Superficies Minimas.

Portanto, compartilham propriedades de Superficies Minimas. Na area
de redes de computadores, aplicam-se arvores de Steiner na distribuicao de
video, conferéncias multimidia que utilizam comunicacao “multicast” para
transmissao de dados. A tese desenvolve-se em dois pilares principais: Teoria
de Superficies Minimas e Implementacao de Algoritmos Aproximativos.

Para gera-las computacionalmente, recorre-se a Algoritmos Numéricos e
Processamento de Dados.

O presente trabalho consiste em estudar com profundidade a Teoria de Ar-
vores de Steiner e sua Implementacao em Linguagens de Programacao. Dado
um conjunto de N pontos no plano, chamados “terminais”, procura-se um
grafo conexo de menor comprimento que interliga todos. Naturalmente, este
grafo ¢ uma arvore, e a Teoria de Superficies Minimas garante sua existéncia
e demais propriedades: ela podera ter outros vértices além dos terminais,
chamados “pontos Steiner”, em nimero menor ou igual a N — 2, dos quais
partem sempre exatamente trés arestas formando um angulo de 120° duas a
duas.
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Figura 1.1: (a) Placa com 3 pinos; (b) com 5 pinos.

O problema tem variacoes em R3 e outros espacos, mas ja no R? a re-
solugao numérica nao ¢ trivial. Diferentes algoritmos procuram reduzir o
tempo computacional baseados em critérios como simetrias e distribuicao
dos terminais.

E um grande desafio implementar multicast em redes Wide Area Networks
(WANS) devido a grande complexidade para tal roteamento [Ji,Sal. Este
busca construir uma arvore de roteamento com todas as terminais de destino,
permitindo que informagoes possam ser transmitidas de uma fonte para todos
os destinos ao longo da arvore. O principal objetivo do roteamento multicast
¢ minimizar o custo dos caminhos entre o terminal de origem e as conexoes de
destino. Pesquisas vém sendo desenvolvidas com o objetivo de obter solugoes
através de arvores de Steiner para otimizacao de rotas [Au,Hul.

Sua utilidade pratica, aliada & Teoria de Superficies Minimas, forma a
principal motivacao do presente tema de mestrado.

No desenvolvimento do trabalho de mestrado, utilizamos as referéncias
citadas, bem como implementacao de algoritmos em MatLab. De fato, ja
existem programas com pacotes para arvores de Steiner, como o Geosteiner
e o Surface Fvolver, disponiveis em http://www.diku.dk/geosteiner e
http://www.susqu.edu/brakke, respectivamente. Entretanto, estes pacotes
nao sao portaveis para linguagens de uso mais difundido. Devido a isso,
disponibilizamos em MatLab o programa “stree.p” e alguns maodulos diddti-



(a) (b)

Figura 1.2: (a) Arvore de Steiner a partir de Prim; (b) drvore minima de Steiner.

cos na pagina http://sites.google.com/site/wraffa/arquivos

A presente tese de mestrado pode ser parcialmente acompanhada estu-
dando o cédigo dos modulos, e nao apenas executando-os. Como propoésito
didatico, omitimos o “Help”, justamente para estimular a [eitura destes codi-
gos, e entao o aprendizado da linguagem MatLab.

Além disso, codigos disponiveis como “steiner.c”, de Robert Bell, partem
de uma “minimal spanning tree” para construir uma arvore de Steiner, que
em geral nao é a “arvore minima de Steiner”. A diferenca é que a primeira
representa um minimo local de comprimento, e a segunda, um minimo global
(vide Figuras 2(a) e 2(b)). Pretendemos utilizar [GP] com o intuito de obter
este minimo global.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Algumas demonstracoes

No que segue, denotaremos o produto interno de vetores U,V por
<UV > U-VouUV.

Lema 2.1. Seja F : Q — R? e tome q € Q, F(q) = p. Entdo sio equiva-
lentes:

1. F,, F, sao 1linearmente independentes em p;
2. DF possui posto 2;

3. Fxiste submatriz 2 X 2 de DF com det # 0;

4. Fy x F, #0;

5.det G#0, G=DF!'-DF.

Demonstracao. [2] < [3]. Por definicao.
[5] < [4]. Sabemos que ||F, x F,|| = || Fu||||Fyllsen® e (Fy, F,) = || Fu|||| Fyll-
o8, entio [ EL2IEy 2 = | Ey x FyIP + (Fy, Fy)? (5).

Agora,

F,F, F,F,

det G = det [ F.F, F,F,

(%)
] _NEPIEI - (B Y 2 IE x BP.

5
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[4], [5] = [1]. Como ||F}, x F,|| # 0, temos que ||Fy||||Fy|[senf # 0 = F, #
6: F, # ﬁ, 0 # 0° e 0 # 180°. Assim, nao podemos ter uF, = A\F, . F}
e I, sao L1.

2], [3] & [1]. Temos det G # 0 para alguma submatriz 2 x 2 < A p, A de
modo que pul, = AF, < F, e I, sao LI.

1] = [4]. F,,F,sio LI = F, # 0,F, # 0 e 0 # {0°,180°} = ||F, x
F,|l = ||FullllEyllsenf # 0 = F, x F, # 0. O

Defina S (superficie em R?) como sendo (F,2), onde F ¢ diferenciavel e
Q) ¢ um subconjunto aberto e conexo do R2.

F: QCcR? ——R3
(z,y) — F(z,y)

_ Sejam A C Q tal que OA € o trago de uma curva simples e fechada ¢ e
S a superficie definida pela restrigao de F' a A. Dizemos que S é minima se
possui a menor area entre todas superficies S diferenciaveis de modo que:

ﬁ,\ QO — R
(7,y) = I (2,y) tais que F) |(,)= F) |(y)

F

gt

Figura 2.1: As aplicagbes F e F.
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Definigao 2.1. Uma superficie S definida por (F,§2) € regular num ponto
se F,, e F, sao LI neste ponto, ou ainda, se det G > 0, em que G = DF'"-DF,
DF = [F, F)] A superficie S serd reqular se ela € reqular em todos os
pontos de 2.

A area de uma superficie S € dada por:

A(S) = //Q Vet G dzdy.

3x2°

Observagao 2.1. A drea de S independe da parametrizagao, pois se (ﬁ, £~2)

~

é tal que F(Q)) =S = F(Q), entdo temos o correspondente G com

2
det G = det G (M) > ().

0 (Uy, u)
Além disso,
A(S) = //N\/det G dzdy = //N\/det G -(det (U))* dzdy =
A A

://Am -’gg;:;‘d%dgz//A\/Rdazdy:A(S).

2.2 Conceitos basicos

Definicao 2.2. Um conjunto M nao-vazio € dito espago métrico se 3 d:
M x M — [0,00) tal que quaisquer p,q,r € M verificam:

a. d(p,q) > O&p#g;
b.d(p.q) = d(g;p);
c. d(p.q) < d(p,r)+d(rq).
Observagao 2.2. d é chamada fun¢ao distancia (ou métrica) em M.

Definicao 2.3. Se M € espaco vetorial, entao uma norma em M ¢é uma
fungao || - ||: M — [0, 00) tal que quaisquer u,v € M e ¢ € R verificam:
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a. ||v|> 0&v#£0;
b levll=Telll vl

¢ lutvl<[ul+]vl

Observacao 2.3. Uma norma || - || define d (u,v) :=|| u—v || como métrica,
mas a reciproca € falsa. Por exemplo, tome d : M x M — {0,1}. Se
tivéssemos || - || com d(v,0) =|| v |[|= 1, entdo d(2v,0) =|| 2 -v ||=2-1 ¢
0.1}

Definigao 2.4. Umapartigdo P de[a,b] C R é uma (n +1)-upla (to,t1,- -,
tn) tal que a =ty < t; < tiyg <t,=bVie{l,--- ,n—1}. Denotamos g
o conjunto de todas as P,¥Y n > 1.

0
Definigao 2.5. Dada « : |a, b] M onde M ¢ um espago métrico, defini-
mos o comprimento de av como l (o) = sup 3, onde

> = {Zd(a (ti),Oé(tifl)),P € p} C [0,00]

Observagao 2.4. Temos a ([a,b]) compacto, mas pode ocorrer | (a)) = oo.

Exemplo 2.1. Curva de Peano, graf (f) onde f : [a, ] R e A f(z),
V x € [a,b]. Na verdade l (o)) < oo = 3 o quase sempre (vide [WZ]).

0
Proposicao 2.1. Se ¢ : |[c,d] <, [a,b] € bijetora e B = a o @, entdo

L(B) = 1(a).

Demonstragao. V P € g, temos 01 (P) € Pl €V Q € Pleaq =
p(Q) € puy- Além disso, d(B(s;),0(si-1)) = d(a(t),a(li-1)),t =
¢ (s). Logo, os conjuntos Yoy € Vg SA0 iguais, e portanto tém o mesmo
supremo. O

A partir de agora trabalharemos somente com curvas « retificaveis,
isto ¢, aquelas tais que [ (o) < oo. Diremos que ¢ como na Proposigao 2.1 é
uma reparametrizagao.
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Proposigao 2.2. Se M ¢ espaco vetorial normado e oo € C* ([a,b]), entdo

(o) = (s /Ha ) dt. v s.
t;
Demonstracao. || a(t;) — a(ti-1) || = | / t)dt H < / | (¢) || dt.

z 1

Logo, para algum P € g, g, ZH@( ) —alt t)||dt =

S S

| o @)]|dt = I (a]jy) < / | & (t)]|dt. Agora, para s > 7 > a vale

a a
H a (S) - (T) H S Sup Ep[ﬁs] +S Sup Z@[aﬂ'] - Sup E@[an—] = Sup E@[a,s] -

sup Sy, = 1) = 1) < [ ') [ de = || @ (&) | (s 7). pelo

Teorema do Valor Médio, onde e [, 5].

Logo, 1008} =@l 1O =L@y oy 30 (7) = ! (7)),

S—T - S—T

S
a mesma conclusao vale para 7 > s > a. Logo /H o (1) ||dr=1(s). O
a

Definigao 2.6. Dadas (3 : [0, 1] R v : 10, 1] &, R com (3 (1) =~(0),
a concatenagdo [ x 7y € dada por 3 *y : [0, 1] <, R2 (B %) (t) = B(2t) se
0<t<3 L oouy (2t —1) se % <t <1. A tabela abaizo a direita representa
a matrlz de adjacéncia para o grafo da esquerda.

Definicao 2.7. Um grafo é um conjunto de pontos Vy,---,V, de R%, n €
N*, chamados vértices, e de curvas a; : [0,1] — R*1 < i < m € N*, tal
que o; ({0, 1}) sao vértices. Além disso, ¥ V;, Vi com j # k admitem curvas
o tal que sua concatenagdo tém V; e Vi como extremos. Se 3 ay,--- , oy
distintos tal que aq * - - - x ay, € fechada, temos um ciclo.

Definicao 2.8. Uma arvore é um grafo sem ciclos.

Proposi¢ao 2.3. Seja G grafo com vértices {A,B,C, Py,--- ,P,}, 3 a 8
distintos com n minimo' e curvas o;. Se G tem comprimento minimo, isto €,

m
! No sentido que qualquer outro grafo com o mesmo trago U a; ([0, 1]) tem no minimo n > 0 vértices,

i=1
além de A, B, C.
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1123 |4
@ e 1101110
21 1({0]11]0
34111012
\_/ 410(0121]0
Figura 2.2: Grafo da Figura 2.3: Tabela da
matriz de adjacéncia. matriz de adjacéncia.

[(a1)+: -+l () € minimo, entao G € uma drvore. Além disso, { Py, Py, -}
€ Vazio0 ou unitario.

Demonstragao. Caso {P;, P»,---} = (), a menos de renomear, é claro que
Ja;: A~ Beaj: B~ C. Em particular, {o;} = AB e {«a;} = BC, pois
G tem comprimento minimo por hipotese.

Se {Py, Py,---} # (), a menos de renomear, 3 oy : A ~ P;. Como é grafo,
todos os vértices estao conectados, e nao se tem duas conexoes diretas entre
A, B, C pois recairiamos em { Py, P, ---} = () por G ter comprimento mini-
mo. Logo, sem perda de generalidade B esta ligado direta ou indiretamente
a P;, mas G tem comprimento minimo, entao 3 ay : P, ~ B.

Agora, por exemplo, se 3 : C ~ A, como {a1}, {as} e {a} sdo AP, P,B
e AC, a desigualdade triangular implica que G nao é minimal 7. Logo
as C ~ Pl. []



Capitulo 3

Arvores de Steiner

3.1 Introducao

Uma arvore minima para os pontos Aq,---, A, em um plano é uma arvore
que tem esses pontos como os seus vértices e tem comprimento minimo. Con-
tudo, podemos construir arvores ainda mais curtas que unem A, ---, A, ,
acrescentando vértices.

Exemplo 3.1. Se Ay, Ay, A3, Ay sao vértices de um retdngulo, uma drvore
mais curta do que o grafo minimo desses vértices compoe-se de quatro arestas
ligando Ay, As, Az, Ay a um vértice extra S no centro do retdngulo.

A A A A

1 4 1 4

A A A A

2 3 2 3

Figura 3.1: Um grafo retangular, e outro em “X” de menor comprimento.

Um vértice extra S, quando é adicionado a uma arvore para reduzir seu
comprimento, ¢ chamado ponto Steiner.

Observacao 3.1. Quando qualquer nimero de pontos Steiner pode ser acres-
centado, a drvore mais curta possivel é chamada drvore minima de Stei-
ner. Neste contexto, discutiremos o problema de como achar uma drvore

11
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minima de Steiner.

Algumas Aplicagoes:

1. Redes minimas para agricultura;

2. Engenharia de planejamento de rotas;

3. Circuitos elétricos.

3.2 Espécies de arvores

Arvores minimas de Steiner sao dificeis de encontrar porque uma arvore de
comprimento localmente minimo nem sempre representa um minimo global.

Al AZ Al AZ
A, A, A, A,
Figura 3.2: Minimo local. Figura 3.3: Minimo global.

A Figura 3.2 nao pode ser encurtada por pequenos deslocamentos dos
pontos Steiner. Todavia, a Figura 3.3 é a mais curta (esta é a arvore minima
de Steiner para Aj, Ao, A3, Ay), e provaremos isso na Secao 4.11.

A topologia de uma &arvore é uma matriz de conexao, ou qualquer des-
cricao equivalente, especificando quais pares dentre A;, Ao, -+, A,, S1, 59,
-8y formam extremos de aresta. Assim, a topologia especifica uma cone-
Xa0, mas nao as posicoes de S, 5, ---,Ss. Cada topologia determina uma
matriz de adjacéncia, e reciprocamente.

Como A; e Ay tém arestas até um ponto comum de Steiner na Figura
3.2, mas nao na Figura 3.3, estas duas figuras possuem topologias diferentes.
A Figura 3.2 é a mais curta para qualquer outra da mesma topologia (ver
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Figura 3.5). Uma tal arvore serd chamada arvore relativamente minima
porque o minimo ¢ relativo a uma dada topologia.

A A A A A A

Ay A A Ay A Ay

Figura 3.4: Minimo local Figura 3.5: Variacao da Figura 3.6: Minimo local
numa topologia. Figura 3.2. em outra topologia.

As Figuras 3.4 e 3.6 sao arvores relativamente minimas para duas topolo-
gias distintas. Se a topologia nao prescreve nenhum ponto Steiner, entao
existe somente uma arvore com aquela topologia e conseqiientemente ¢ um
minimo relativo.

Suponha que A; fosse muito mais proximo de Ay, e Ay de Az, na Figura
3.2. Neste caso, alcangamos um minimo para a topologia da Figura 3.2 com
os pontos Steiner arbitrariamente proximos. A arvore-limite serda chamada
arvore degenerada, e ¢ minima relativa para uma topologia diferente.

Pode-se considerar a Figura 3.5 como uma copia ligeiramente distinta da
Figura 3.4, embora sua topologia seja diferente. A Figura 3.5 é obtida através
da Figura 3.4 desprendendo uma duplicacao de A; (Isto é, 3.4 é uma arvore
degenerada de 3.5).

Em geral, para desprender duplicacao de um vértice V', é preciso des-
conectar duas ou mais arestas em V' e conecta-las por um ponto Steiner V/,
localizado proximo a V' e ligado a V' por uma aresta adicional. Depois de
desprendé-lo por duplicagao pode ocorrer, como no caso da Figura 3.5, que
V'V encurte a arvore. Se nenhum tal procedimento encurtar a arvore, entio
esta é chamada de d&rvore de Steiner. As Figuras 3.2 e 3.3 sao arvores de
Steiner. Uma arvore minima de Steiner é sempre uma arvore de Steiner, e
uma arvore de Steiner é sempre uma arvore relativamente minima para esta
topologia.

Uma arvore minima de Steiner é uma arvore minima para todos os vértices
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Ay, -, Ay, S1, 59, -+, Sg, mas o mesmo nao é necessariamente verdadeiro
para arvores relativamente minimas (Figura 3.4) nem mesmo para arvores de
Steiner. De fato, cada qual pode até representar minimos locais por meio de
arvores em que arestas se cruzam. Uma arvore minima nao pode ter arestas
se cruzando devido ao Teorema 4.3 que veremos mais adiante.

Arvores minimas relativas tém duas propriedades tteis. Primeiramente, a
Secao 4.7 mostrard que existe no méaximo uma arvore relativamente minima
para um dado conjunto A;, As,---, A,, e uma dada topologia. Depois, a
Secao 4.8 descreve uma construgao para uma arvore relativamente minima,
caso ela exista naquela topologia.

Assim, uma arvore minima de Steiner pode ser obtida construindo uma
arvore relativamente minima para cada uma das topologias.

Infelizmente, ha milhares de topologias a considerar, mesmo quando n =
6. A maior parte delas sao obviamente descartaveis. A partir do Capitulo 4,
teremos critérios que excluem imediatamente algumas topologias.



Capitulo 4

Propriedades basicas

4.1 Introducao

Este capitulo resume alguns fatos elementares sobre o problema da arvore
minima de Steiner. Muitos desses resultados sao conhecidos, mas nao se
encontram reunidos em uma mesma literatura.

4.2 Arestas de um vértice

Teorema 4.1. Seja a : [0,1] — R? retificdvel, a(0) = P,a(l) = Q,
<

ambos do mesmo lado de uma reta v, com PQ L r e{a}nNr #£0. Sel(«)

¢ minimo, entao {a} Nr = {R} tal que PRQ € mdzimo.

T P
P s S
AL A
o« | ( ) ~y L. o
K~ O JR |S L
P
e
0}

Figura 4.1: Angulo PRQ méximo.

15
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Demonstragao. Seja CTQJ_T’ com dist (Q',r) = dist (Q,7) e a(s) = R €
{a}Nr. Sem perda de generalidade, r ¢ o eixo real de R* = C, donde «a [j
* @ |51 tém mesmo [ (o) minimo .. & o segmento PQ’ tal que PQ' Nr =
{R}. Considere a circunferéncia C (O, d) determinada por P,Q, R, o arco
capaz ]322 5 Rerlrt > R. Entao 7 é bissetriz de P]:ZQ por argumentos
geométricos como angulos opostos pelo vértice (opv), casos de congruéncia
e propriedades de triangulo retangulo. Logo ]5&2 Nr = {R}, e vejamos
que PRQ ¢ méximo. Suponha que 9 S # R nas mesmas condi¢oes que R,
isto ¢, uma outra curva 8 : [0,1] — R? retificavel, 3(0) = P, 3(1) = Q
com {B} Nr # O tal que [(3) seja minimo e que {B} Nr = {S}. Pelo
Teorema do Angulo Externo, temos que K RQ > RSQ = 90° + PRQ /2 >
90° 4 PSQ/Q = PRQ > PSQ. Portanto segue-se a tese. ]

Teorema 4.2. Seja o : [0,1] — R% o (0) = P a(l) = Q,PQ C Ext T,
e

{a} N7 #0, onde T € uma curva Ct convera, PQ Y 7. Sel(a) é minimo,

entio {a} N7 = {R} tal que PRQ € mdzimo.

Demonstragao. Seja o conjunto de elipses com focos P e @, e seja & a
elipse que primeiro tangencia 7. Sejar L £ er L 7 em {R} =7N&. Entao
{a} Nr # 0 e do resultado anterior temos a tese. O

Lema 4.1. Seja f (x) = 1—x+2vx? + 1, que representa o comprimento da
drvore abaizo descrita, com vértices (0,0),(1,+1) e (1 —z,0). Entao ela é
minima se, e somente se 3 = 60°.

1IR

Figura 4.2: Lema dos angulos de 120°.
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Demonstragao. Sendo f(z) = 1 -2 +2-V2?2+1,f =0 & -1+

2 1
—x:0<:>0<\/$2+1:2x¢>:€2—|—1:4$2¢>$=—¢>
x? 41 V3
8 = 60°. O

Teorema 4.3. Sejam A, B,C nao colineares. Entao 3! P tal que a drvore
com vértices {A, B,C, P} ¢ minima. Além disso, se P & {A, B,C} entao
APB = BPC = CPA = 120°.

Demonstragao. Da Proposic¢ao 2.3, caso o conjunto {Py, Py, -+, B, } =0,
tome sem perda de generalidade ACB como o maior angulo do AABC.
Entao ¢ claro que ACUC B realiza a arvore minima, pois |[AB| > max{|AC],
|C'B|}, donde 3! P = C. Caso {P, P,---,P,} = {P} # () da Proposigao
2.3, sejac =|CP| > 0eC(C,c). Vejamos que ABNC = (. Como
P ¢{A, B,C}, entao P € AB L C ou sem perda de generalidade A € int C,
donde |é/]_3/\ + |£§/| > |AB| e como |AC| < ¢ terfamos a + b+ ¢ >

|AB| + |AC|/. Ta?nbém nao pode P € AB 1 C pelo Lema 4.1, pois sem
perda de generalidade |projr AP| = |projrPB| = 1.

Assnn ABNC = (), donde o Teorema 4.2 1mp11ca que APB ¢ maximo
com CP bissetriz. Analogamente, AP bissetriz de BPC e BP bissetriz de
APC, donde todos valem 120° por opv. ]

Corolario 4.1. Se P = C, ACB maior angulo do NABC, entao ACB >
120°.

Demonstracao. Se ACB < 120°, do Lema 4.1 mais o Teorema 4.3 teriamos
uma, contradicao. ]

4.3 Numeros de pontos Steiner

Toda arvore tem um vértice a mais do que o nimero de arestas. Uma arvore
com terminais Ay, ---, A, e s pontos Steiner deve ter n + s — 1 arestas.
Como cada aresta tem dois extremos, obtemos um total de 2 - (n+s—1)
arestas incidentes ao somar percorrendo todos os vértices.
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Ay A,

A, A,

Figura 4.3: Figura 3.3 com pontos Steiner.

Se ny dos vértices A; tem k arestas incidentes (ny = ns = --- = 0 para
arvore de Steiner), a soma em questao é

3

35+ knp=23s + ni + 20 + 3nz =
k=1

:2(n + s — 1):28 — 2 + 2(7”&1 + N9 + TL3).
Entao
s=n;—2—-—m3<n—2<n-—2.

Caso s = n—2, entao s = ny — 2, e portanto n = n;. Agora, s =n;—2 =
n—2—ng=>n3=0en —2=n—2= ny =0. Logo, vale a igualdade
em s <n — 2 <« de cada A; parte s6 uma aresta.

4.4 Teorema de Maxwell

Considere vetores unitarios externos a uma arvore relativamente minima, nas
direcoes das arestas incidentes em Ay, --- , A,. Seja F; a soma destes vetores
unitarios em A;. O comprimento L da arvore tem a férmula simples

L:zn:AZ--FZ-. (4.1)
=1

Note que qualquer origem conveniente pode ser usada para determinar as
posicoes dos vetores A;.
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Figura 4.4: Representacao do Teorema de Maxwell.

Para provar (4.1) considere um vetor unitario f; externo a cada extremo
Py de cada aresta. Como temos n + s — 1 arestas, ha 2- (n + s — 1) vetores
assim. Agora considere a soma 3 = Y Py - fi, em que percorrem-se todos os
2. (n+s—1) extremos.

Os termos de Y podem ser agrupados de dois modos. Primeiro combine
os termos para os quais P ¢ o mesmo ponto. Cada ponto Steiner aparece em
trés dos termos de . A contribuicao de um ponto Steiner .S para X é zero. A
contribuicao para um dado ponto A; em X é A; - F;. Entao X é o lado direito
de (4.1). O segundo agrupamento combina os dois termos associados com os
dois extremos de cada aresta. Se PP, é uma aresta com comprimento Lo,
entao P» = P; + Lis - u, onde u é um vetor unitario. Os termos para tal
aresta contribuem com P; - (—u) + P - (u) = Lys. Entao 3 ¢ também o lado
esquerdo de (4.1).

4.5 Arvore plena de Steiner

A topologia com s = n — 2 serd chamada topologia plena. A arvore
relativamente minima sera chamada arvore plena de Steiner. De acordo
com o numero de pontos Steiner (visto na Sec¢ao 4.3), uma topologia ¢é plena
se e somente se parte somente uma aresta de cada A;. Se n > 3, a tnica
aresta em A; deve levar a um ponto Steiner. Uma arvore plena de Steiner é de
fato uma arvore de Steiner porque nao ha como desprender uma duplicacao
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de Ai; V1.

Movendo-se ao longo de qualquer caminho por uma arvore plena de Steiner,
modifica-se a direcao ao passar por um ponto Steiner, mas somente de £60°.
Entao cada Fj, é um dos seis ntimeros complexos +1, +w, +w?, onde w =
exp (2mi/3), considerando um sistema de coordenadas adequado. Cada ar-
vore de Steiner que nao é plena pode ser decomposta em uma uniao de arvores
plenas de Steiner. Substitua cada vértice A; que tenha k > 2 arestas por k
novos vértices A;1, -+, Aj. Deste modo, a arvore original é dissecada em
varias arvores plenas menores que chamamos de componentes plenas da ar-
vore original. Reciprocamente, quando a topologia especificada nao é plena,
obtém-se as topologias das componentes plenas. Pode-se entao construir as
componentes plenas separadamente, e depois junta-las para obter a arvore
de Steiner procurada.

4.6 Envelope convexo

Definicao 4.1. Um conjunto é dito simplexo se for o menor convexo que
contenha todos pontos.

Teorema 4.4. Seja S = {Ay, -, A,} pontos do plano tal que trés deles
nao sao colineares. Entao seu simplexo T € um poligono cujos vértices estao
em S.

Demonstragao. Fixe um sistema de coordenadas ortogonais Ozxy no plano,
donde A; = (z;,¥;). Sem perda de generalidade 1 := min{z; : 1 <i <n} =
0ey :=max{y;:x; =0} =0.

Dado z = (z,y) € C, definimos Arg : C* — (—m, x| por Arg(z,y) =
arctan(y/x), se x > 0, Arg(z,y) = sg(y)m/2 — arctan(x/y), se y # 0, e
Arg(RY) = {=}.

Tome o = min {Arg (A;);2 < i <n} € [-w/2,7/2). Sem perda de gene-
ralidade, temos

Arg(Ay) = a e |Ag| = max {|4;| : Arg (A;) = a}.

Tome agora um novo sistema Oz'y’ com a mesma orientacao de Oxy e
Oy’ = AsAy. Nele, seja f =min{Arg(A;); 3 <i<n} € (—n/2,7/2]; sem
perda de generalidade Arg (As) = (e |As| = max {|A;|; Arg(A;) = G}
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Repita o processo com Ox"y” com a mesma orientacao, Oy’ = M e
assim por diante, até reencontrar A;. Teremos entao um poligono convexo
P com vértices Ay, Ag, -+, A, 3 <m <n. ComoT D JIP e é convexo,
entao 7 O P donde sao iguais. O]

4.7 Unicidade das arvores minimas relativas

Sejam Aq,---, A,, S1,- -+, S, terminais e pontos Steiner de uma certa topolo-
gia. Defina Vi = Ar e Vi, = 5, 1 <k <n, 1 < h < s Como
existe apenas um numero finito de matrizes de adjacéncia, entao o ntmero
de topologias é finito. Seja (aij)( uma delas ..a;; =1 & ViV; é
aresta.

n+s)x(n+s)

Assim, L = Zaij - |V; = V;| varia com s pontos. Em outras palavras,
i<j
¢ fungao continua de (X3,Y},) = S, derivavel exceto quando a topologia se
degenera. Sejam T,T" e T" arvores nesta topologia, com comprimento L, L'
e L") tais que V" = pV; +qV/ com V; = V)1 < i < nepgqg >0 com
p+q=1.

Figura 4.5: Minimos locais.

Assim,
L" = Zaij p(Vi = V) +q(Vi = V)
< D ay - (plVi= Vil + Vi = V]])
L" < pL+qL'.



22 CAPITULO 4. PROPRIEDADES BASICAS

Se T e T" fossem minimos locais com L' < L, entao T” com g = 0 estaria
arbitrariamente proxima de T' e L” < pL + ¢qL' < pL + ¢qL = L. Portanto,
L" < L = T nao ¢ minimo local 7.

Figura 4.6: Arcos de 120°.

E claro que para s = 0 os minimos locais sdo assumidos uma tnica vez.
Suponha que isto é verdade para s — 1 pontos, s > 1, e com s pontos haja
T # T’ assumindo o minimo local L = L’. Entdo T” também assume este
mesmo minimo local L. Sem perda de generalidade 4157 e S1As sao arestas
donde S} = pS] + ¢S1 move-se no segmento S1S; (se ocorrer Sy # S7), uma
contradicao pois A;S7Ay = 120°. Entdo S; = S} = S7, todos fixos (vide
Figura 4.6).

Como para s — 1 pontos temos unicidade, entao também ocorre unicidade
para s pontos.

4.8 Caso geral (mais de trés pontos)

Suponha que os terminais Ay, As, - -+, A, sao dados ao mesmo tempo com s
pontos Steiner e uma topologia. A arvore relativamente minima é construida
por uma inducao sobre s na qual a construcao da Secao 4.2 é usada varias
vezes para localizar pontos Steiner. Como é trivial construir uma arvore com
s = 0, podemos considerar o caso s > 1 e mostrar que pode ser reduzido a
uma ou mais arvores, cada qual com menos pontos Steiner.

O primeiro passo é encontrar um ponto Steiner S com a topologia unindo
dois terminais A;, A;. Tal S existe, pois considerando qualquer componente
plena (Secao 4.5) com s’ > 1 pontos Steiner e n’ terminais, de cada um parte
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s6 uma aresta, que conduz a um ponto Steiner. Ja que n’ = s’+2, pelo menos
um ponto Steiner S deve conectar-se diretamente a dois terminais (existem
dois ou mais tais pontos Steiner se s’ > 2).

Sejam A;, A; e B trés pontos conectados a S. Se B ¢ um ponto Ay, a
construcao da Secao 4.5 localiza S ou mostra que nao existe solucao naquela
topologia. Suponha que S tenha sido localizado. Se S e as arestas A;S, A;S,
ArS sao removidas a partir da arvore relativamente minima, teremos trés
novas arvores relativamente minimas, cada qual contendo A;, A;, A;. Cada
uma tem menos que s pontos Steiner e pode ser construida por processo
indutivo. Se B é ponto Steiner, sua localizacao é desconhecida. Todavia,
o modo da construcao da Figura 4.7 pode proceder parcialmente. O ponto
B’ tem somente duas localizacoes (em lados opostos de A;A4;). Tentam-se
ambas possibilidades, a nao ser que propriedades como as que veremos entre
as Secoes 4.9 e 4.13 eliminem alguma delas.

Se uma arvore relativamente minima 7' existe, esta pode ser construida
como segue. Primeiro resolva o problema mais simples em que os vértices
A;, A; e S sao removidos e B’ é um terminal. Conexdes com pontos exceto
S permanecem as mesmas, mas requer-se uma aresta adicional BB'. As
novas arvores minimas tém o mesmo comprimento que a anterior porque
|B'B| = |A;S| + |A;S| + |BS|. De fato, pela Figura 4.7, tomando |[AS| =
a,|CS| = b,|BS| = ce |SB'| = d, temos que b* + d* — 2bd-cos60° = 1 =
a’ + d?> — 2ad - cos60° = a?> — b = (a — b)d = (a +b)(a —b) = (a — b)d.
Sea #b=d=a-+0b Agora, se a =b = d = a+ b por continuidade.
Assim segue-se a tese. Quando uma nova arvore é encontrada, B’ B pode ser
trocado por A;S, A;S e BS para obter a arvore desejada.

Nem sempre podemos excluir de imediato uma de duas escolhas incor-
retas para B’. Para um dado B’, o célculo pode colocar B fora da regiao
"nao-degenerada" da Figura 4.7, ou pode concluir que a arvore relativamente
minima para a nova topologia (com B’ substituindo S, A4;, A;) nao existe.
Tenta-se entao a outra escolha de B’. Se esta ainda falhar, a topologia dada
nao tem arvore relativamente minima.

A inducao substitui o problema com s pontos Steiner por um com s — 1.
Este ¢ entao substituido por s — 2 pontos, e assim por diante.

A arvore relativamente minima, em cada um desses problemas mais sim-
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. DEGENERADA
LS=A

NAO DEGENERADA ‘B

-~ DEGENERADA '
s=cC :

Figura 4.7: Construcao de S.

ples, tem o mesmo comprimento que a arvore relativamente minima procu-
rada. Dessa maneira, quando o problema for simplicado até que a solucao
seja evidente, o comprimento é conhecido de imediato. Por exemplo, se a
arvore original ¢ uma arvore plena, entao cada arvore mais simples também
o é. No ultimo passo, recai-se na Figura 4.7, cujo comprimento é |B’'B)|.

Se existem s pontos Steiner, cada um podendo estar em dois lados distin-
tos, devem-se a principio calcular 2° arvores para encontrar a relativamente
minima. Em calculos manuais a situagao nao ¢ tao ruim pois geralmente
podemos intuir uma escolha correta para cada B’. Se a intuicao for de fato
correta e uma arvore minima ¢é encontrada, a unicidade da Secao 4.7 mostra
que nao precisa tentar a outra possibilidade. Quando o célculo é feito por
maquina, ¢ bem dificil de se intuir. Alguns dos resultados adiante poderao
ajudar neste procedimento.

4.9 Propriedade da lua

Seja AB uma aresta de uma arvore minima. Seja L(A, B) a regidao con-
sistindo de todos os pontos X que satisfazem |XA| < |AB| e |XB| < |AB].

L(A, B) ¢ alua, interse¢ao dos circulos de raio |AB| centrados em A e B.
Nenhum outro vértice da arvore pode estar em L(A, B). De fato, se Xy fosse
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tal vértice, a arvore conteria um caminho de X a A que nao passa por B, ou
um caminho de Xy a B nao passando por A. No ultimo caso, por exemplo,
pode-se encurtar a arvore removendo AB e acrescentando XyA.

Em uma &arvore minima de Steiner, L(A, B) também nao deve conter
ponto interior X, de outra aresta da arvore. O mesmo argumento aplica-se
novamente com X adicionando um ponto Steiner de uma outra topologia,
cuja arvore minima relativa seria ainda mais curta, o que é absurdo.

4.10 Propriedade da cunha

Teorema 4.5. Seja W uma regiao aberta qualquer em forma de cunha que
tem dngulo de 120° ou mais e que nao contém nenhum dos Ai,--- , A,.
Entao W nao contém pontos Steiner de uma drvore relativamente minima.

Demonstragao. A prova é por contradicao. Suponha que W contém um
ponto Steiner S. Se existem vérios pontos Steiner em W, podemos introduzir
um sistema de coordenadas cartesianas (z,y) com eixo x positivo ao longo
do angulo bissetor de W e escolher S como o ponto Steiner com a maior
coordenada x. Das trés arestas de S, uma parte numa direcao entre +60°
com o eixo x positivo. Esta nao pode deixar WW e assim nao pode terminar
em nenhum dos Ay, -+, A,.

Além disso, o ponto final tem uma coordenada x maior do que S 7. [

Corolario 4.2 (Envelope Convexo). Em uma drvore relativamente mini-
ma todos os pontos Steiner encontram-se na casca convexa de Ay, --- , A,.

A uniao de todas cunhas W nao contém pontos Steiner. Assim, todos os
pontos Steiner encontram-se no complemento K desta uniao. Em alguns
casos, ' é um conjunto bem pequeno.

Exemplo 4.1. Se Ay, Ay, A3 sao trés terminais de um tridngulo eqiiildtero,
o correspondente K contém um ponto simples no centro do tridingulo. Mais
geralmente, KK consiste de uma ou mais regioes fechadas limitadas por arcos
de circulos, e é sempre um subconjunto da casca convexa de Ai,--- , Ay,
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porque cada aresta da casca convexa corresponde a uma cunha W de 180°,
que nao contém nenhum dos Ay, -, A,.

4.11 Distancia entre pontos Steiner

Lema 4.2. Seja P, P,P3 Py um retingulo, S1 o ponto Steiner mais proximo
de Py e L, = |P1S1|. Entao os lados do retingulo medem |PyPy| = |P3Py| =
Lo\V/3 ¢ |PyPs| = |PyPy| = L, + |S15,].

P, =X LoV3/2
L
o Y
Lo >

Figura 4.8: (a) Triangulo 1; (b) triangulo 2.

Demonstragao. Pela Figura 4.8(a) temos sen60° = = — =

x
L, L,
3
x = ?LO. Como ¢ = |PyPy| = 2z, entdo { = 2§L0 = ( =+/3L,. Agora,

L
na Figura 4.8(b) temos cos 60° = A = y = —. Logo, segue-se a tese. [

L, 2

=

V3 _x
2

Lema 4.3. Se |PP| > |PPy|, na Figura 3.2 entao a drvore mais curta
corresponde a da Figura 3.5.

Demonstracao.
V3¢ o
Temos L(,? =3 = ( = L,V/3. Observando o ANSoPyM, tg30° =
* = v3 21 = o3 Entao z 1 20v/3 = z 3 —tV3 e
— —_— = — r=—". =1 - — =
(/2 3 14 6 6 3

%
o8
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Figura 4.9: (a) Figura 3.2 (contas); (b) Figura 3.3 (contas).

Logo, o comprimento desta arvore (Figura 4.9(a)) é 4L, + z = ——

%:1%—6\@.

1/2
Observando o AN S Py da Figura 4.9(b) obtemos tg60° = /2 =3 =
x
1 V3 _12 V3 1 V3

R = — O_ - LOZ_'
Gy = 5 e sen60 I 5 oL, = 3

— 4
Entao, 2:5—2:p:€—\/§:3€ \/§ Assim, 4L, + 2 :£+
3 3 3
36—

\/_ = V34 ( & o comprimento desta arvore (Figura 4.9(b)). Logo,
1—|—€\/_>\/_—|—€<:> (\/3—1) A>V3-1a0>1 .. a Figura 3.3 tem

menor comprimento. ]

Teorema 4.6. Suponha S1 e So pontos Steiner conectados por uma aresta
em uma drvore minima de Steiner. De Si e Sy partem duas outras arestas.
Seja L, o comprimento mais curto entre essas quatro. Entdo |S1Ss| >

(V3 —1) L,.

Demonstragao. Sejam P, e P, dois pontos os quais sao extremos de duas
arestas de S7, ambas medindo L,. Do mesmo modo, sejam P35 e P; dois
pontos que sao extremos de Sy em suas duas arestas de comprimento L,. Os
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pontos Py, Py, P3, Py sao vértices de um retangulo, e a arvore que conecta
Py, P,, P3, P, esta representada na Figura 3.2 ou 3.3, nas quais os A; sao
renomeados P;.

Pelos Lemas 4.2 e 4.3 concluimos a tese, poisvale z =¢—L,>1— L, =

LoV3—1L,= (V3-1) L, O

A Figura 3.3 é a arvore minima de Steiner pois existem apenas duas
arvores plenas de Steiner e assim, dois tipos de matriz de adjacéncia.
Veja uma delas a seguir:

PPy | Py | Py| S| 52
PO O0O[O0O011]O0
PBlI0oj0o 0001
PlOoj0 00071
Pl OJ]O0[0O0111]O0
Sl 1100 1]0]1
Sol O] 1]1]0]11]0

4.12  Arestas A;A,;

Uma arvore de menor comprimento para as topologias com s = 0 ¢ dita
minimal spanning tree, ou seja, &rvore minima. Note que ela pode nao
ser tnica, e pode diferir das "arvores caixeiro-viajante".

NS

Quanto a arvore minima, podemos obté-la pelo algoritmo de Prim.

Algoritmo de Prim : Escolhe-se um terminal qualquer (sem perda de
generalidade Ap), toma-se o que menos dista de A; (sem perda de generali-
dade Ay), e entdo o que menos dista de {A;, As} (sem perda de generalidade
As) etc. Em suma, o que menos dista de {Ay, As, -+, Ax}, e vao se com-
pondo as arestas em cada passo.
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Agora, dados Ay, Ag, -+, Ay, 51,5, ,Ss, se A;A; é uma aresta da ar-
vore minima de Steiner, entao A;A; ¢ também aresta da "minimal spanning
tree'.

Demonstragao. Seja Cp o conjunto de vértices que se conectam a Ay sem
passar por Ak, k = 1, j. Qualquer vértice estd em algum C;. Temos que
V P, € C, = |P;P;| > |A;A;|, do contrario, a arvore ficaria mais curta com
P, P; substituindo A;A;. A menos de reindexar, ¢ = 1.

Agora, usando o algoritmo de Prim teremos que j é o primeiro indice para
o qual A; € Cy, donde Ay A; pertence a "minimal spanning tree". ]

4.13 Propriedade do diamante

Numa aresta AB, o diamante definido por D (A, B) é o conjunto dos pontos
P tal que max{PAB, PBA} < 30° ..D(A,B) ¢ interior do losango com
angulos internos 60° e 120°, tendo AB como diagonal maior. Considerando
D(V;,V;) e D(Vi, Vi) numa arvore minima de Steiner, temos que {,j} #
{k,h} = D;; N Dy, = 0, o que provaremos mais adiante.

Seja R D {Ay, -+, A,,S1,-+-,5},U= U D (P,Q). Se N é o nimero

P,QeR
de vértices, N = n + s, entao hA& N — 1 diamantes disjuntos. Também,

s<n—2=2s<N-2=2(s+1)<Nes<n—-2=N<2(n-1).
Cada diamante temaseguinte area
Li B

N-—
Area(D) = dond Z < area (U), entao
—1

N-1 N-1 12 N1 12 /2
Li-1<{ZL§} { 1} S{Z\/gérea(U)} VN 1=
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Li/(Z\EJ,)

Li/2 Li/2

Figura 4.10: Propriedade do Diamante.

= V2V3V/N — 1 - \/éarea (U).

Exemplo 4.2. Se R for uma circunferéncia unitaria, U € o circulo de raio
2/\/3 Entao o comprimento da drvore minima de Steiner é < 3,81/ N — 1.
Mas como depende de N, so serve para valores 3,81V N —1 <27 = N <
3,7. Em outro artigo de Gilbert (vide [G)), o wvalor esperado é menor ou
igual a 1,25¢/'N — 1 = N < 26,3 (distribui¢io uniforme).

Pelo nossos propoésitos, nao iremos nos aprofundar nesses calculos, uma vez
que tém abordagem estatistica e muito particular quanto a figura geométrica
(circulo, quadrado, etc).

A propriedade do diamante é a melhor no sentido em que os angulos de
60° nao podem ser aumentados. De fato, assumindo a propriedade, que logo
serd demonstrada, considere uma arvore minima, donde os diamantes nao se
intersectam (vide Figura 4.11). Ao sofrer pequena alteragao nos vértices V3
e Vj, se passarmos a ter interseccao dos diamantes, certamente havera uma
arvore mais curta em outra topologia.

Para uma prova mais eficaz, dividiremos a mesma em 4 casos.

Explicagao da figura acima: Quando os bordos dos diamantes se tocam, hé
duas arvores com minimo absoluto. Deslocar V; de modo que os diamantes
se interceptem, como sao dois abertos, continua arvore de Steiner, mas passa
a nao ser minima.

Sejam AB e XY duas arestas de uma arvore minima de Steiner, C'y e Cpg
circulos abertos de raio |AB| centrados em A e B, respectivamente. Assim,
alua L (A, B) = C4NCp nao intercepta XY em nenhum ponto.

Caso 1. {X,Y}NCy# 0 #{X,Y}NCp. Como L(A, B)N{X,Y} =10,
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Figura 4.12: Tlustracao do Caso 1.

entao sem perda de generalidade X € Cy e Y € Cp. Removendo AB,
teremos duas arvores disjuntas, e uma delas contera tanto XY quanto algum
dos vértices A ou B, sendo que max{| X A|, |Y B|} < |AB]|.

Se for A, adicione a aresta BY', e se for B, AX. Voltamos a ter uma so6
arvore, mais curta que a minima de Steiner 7.

Entdo, {X,Y}NCy =0 ou{X,Y}NCp = 0, e sem perda de generalidade
supomos que vale este ltimo. Entao {X,Y} C Cf.

Do mesmo modo, {A, B} N Cx = 0 ou {A, B} NCy = 0, de forma que
podemos supor | XY| < |AB| = 1.

Caso 2. {X,Y} C C5 N C%. Neste caso, min{|XP|,|[YP|} > /3/2 —

1 3v3-Vv3 1

2v3 6 3




32 CAPITULO 4. PROPRIEDADES BASICAS

Figura 4.13: Ilustracao do Caso 2. Figura 4.14: Ilustracao do Caso 3.

Se 3 P € D(A,B)ND(X,Y), entao XPY > 120°, donde [XY|? =

. 1 1 2 -
[XP[?+ VPP = 2lXP|[YP| - cos(XPY) > 5+ 5 = 2+ cos(XPY) >
2 1

§+§ =1/ pois | XY| < 1.

Entdo, como {X,Y} C C%,|XY| < |AB| = 1 e nado ocorre o Caso
2, devemos também ter X ou Y em Cy (sem perda de generalidade X €
Cy.. X € CynC%). Podemos ainda ter Y € Cy ou Y € C9.

Caso 3. YAB < 60°. Isso implica Y € C9. A propriedade da lua
implica XY N L(A, B) = (), e também temos |XY| < |AB| = 1. Um ponto
PeD(A,B)ND(X,Y) étal que P € L(A, B).

Um vértice de 120° do D(X,Y) tera aproximagao maxima de B quando

1
XY for cordade Cpe |XY|=1,donde |PB| > 7 Por outro lado, quando

Y se aproxima de 0C'4 N OCp, temos que os pontos de D(X,Y) estdo a uma
V3 —1

de AB, devido ao Teorema de Tales (vide

altura maior ou igual a
Figura 4.15).

1 V3-—1

Como < , segue-se que nao ocorre o Caso 3.

2V/3 2

Caso 4. YAB > 60°. E facil ver que duas curvas convexas «, (3 tal que

{a} n{B} =0 e{a} & int(B),{8} ¢ int(a) = {a} C Ext(p) e {5} C
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1 ?
SRV
{3-1
% / \(6—1)/2

Figura 4.15: Aplicagao do Teorema de Tales.

Ezt(a). Agora, se 3 P € int(a) Nint(F) entao PQ N{a} > R, Q € {G}
donde R € int(3) (7, pois {a} C Ext(f3)).

S

Figura 4.16: Ilustragao do Caso 4.

1 1
Note que VP € D(A,B)ND(X,Y) = |PB| > 1 — ——= > —, pois no
q (A, B)ND(X,Y) = |PB| N

pior caso teriamos | XY| = 1 tangente & C'z. Suponha que 3 P € D(A, B)N
D(X,Y). Portanto 0D(A, B) N 9D(X,Y) # 0 (x) .

Ocorre que |PB| > o1 donde (*) acontece nas arestas que partem de A.
A(s) aresta(s) de 0D(X,Y") que corta(m) 0D(A, B), ou é uma s6 (donde
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AeD(X,Y)) ousdo duas.

Seja @ o vértice de OD(X,Y ) em D(A, B), como na Figura 4.17. Podemos
entdo prolongar os lados de 0D(X,Y) até | XY | = 1, deslocar Q € D(A, B)
até que se torne vértice de 9D(A, B), e rotacionar X @Y no sentido horario
até que Eﬁ) seja vertical (note que ela faz inicialmente Angulo maior que 90°
a direita com 1<4—B>) Mas |QY| =1/v3 =Y =C e X = A”. Entido, para
que D(X,Y)ND(A, B) # () devemos ter X, Y em lados opostos de AB.

Seja § com origem em X e mesmo sent1do e d1re(;ao de AB s = X Z como
na Figura 4.18. Assim YXZ < 60° e YA N XZ A, mas A’ € X7z pelo
Teorema do Angulo Externo (por hipotese, YA'Z > 600). Mas a ordenada
de A’ ¢ menor que a ordenada de A =0 .. A € int(YXZ).

Também, YQ NOD(A,B) # D e sergerdzﬂ? generalidade 372 N§=2.
Entao A, X estao do mesmo lado que YQ YZ.

Agora, YAB > 60° e YXZ < 60° XYA > 0. Também, XYZ =
30° > 0 = A, Z estao do mesmo lado que XY o que implica A € XYz por
definigao . A€ AXYZ C L(X,Y)

Figura 4.17: Caso 4 (Parte I). Figura 4.18: Caso 4 (Parte II).

4.14 Regiao de decisao

Em cada passo do algoritmo da Secao 4.8, temos a situacao mostrada na
Figura 4.7. Pode ocorrer ou nao que A e C' estejam conectados por um ponto
Steiner S, e no primeiro caso B ser outro ponto Steiner cuja localizacao é
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desconhecida.

Considere todas as arvores minimas de Steiner com ao menos trés ter-
minais dados A1 = A, Ay = C, A3, Ay, -+, onde Az, Ay, -+ podem variar
em todo plano, ha hipdétese de que A e C' estao conectados por um ponto
Steiner S. Um ponto P no plano é ponto de decisao se nao for vértice de
nenhuma destas arvores. O conjunto de todos os pontos de decisao é a regiao
de decisao, que iremos determinar agora.

Ao determinar esta regiao, caso algum terminal Aj esteja nela, conclui-
se que a hipotese estava errada, ou seja, A e C' nao estao conectados por
nenhum ponto Steiner.

Voltando a hipotese, a Segao 4.9 garante que (L(S, A)UL(S, C))N{A;, As,
As,---} = (. Portanto, a regiao de decisao contém o seguinte conjunto

I= () L(S,A)UL(S.C).
SG@

Figura 4.19: A regiao I.

A Figura 4.19 mostra I. Ela é limitada por AC' e dois outros arcos, que
nao sdo de circunferéncia. Estes sdo determinados pelos pontos P(S) que
estao simultaneamente no contorno de L(S, A) e L(S,C), ou seja

P(S)— S| = |A=SI, |P(S)—C| = |C - 9]. (4.2)

O arco entre A e O é dado por (4.2) para S variando em AC', com SA <
60°. Note que (4.2) recai numa equagao de grau quatro. O artigo [GP] trata
a regiao I de modo aproximado por arcos de circunferéncia, uma limitagao
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propria da época em que foi escrito. Atualmente, podemos trabalhar com
um arco grafico padrao, que rapidamente através de rotacoes, translacoes e
homotetias determina [ na tela do computador.

Implementaremos esta Secao futuramente do seguinte modo: apos obter-
mos uma arvore de Steiner, tragamos o conjunto de todas as regioes I como
descritas acima. Caso algum terminal recaia no interior deste conjunto, entao
conlui-se que a arvore obtida nao ¢ minima. Senao, nada se conclui.

3
4.15 Conjectura g

O comprimento de uma arvore de Prim Lp é obviamente limite superior do
comprimento da arvore de Steiner Lg. Em [DH] prova-se que p = v/3/2,
como conjecturado em [GP]. Para cada conjunto de terminais Ay, Ao, -« -,
considere a razao Lg/Lp. Percorrendo todos os possiveis Ay, Ag, - - -, teremos
um valor p > 0 tal que Lg/Lp < peVe>0 3 Ay, Ay, -+, A, para os quais
Ls/Lp > p—e. Ou seja, ao obtermos numericamente uma arvore de Steiner
para um certo conjunto de terminais Ay, Ay, - -+ , A, e computarmos Lg/Lp,
caso este seja malor que V3 /2, entao com certeza nao temos a arvore minima
de Steiner. Caso for menor ou igual a \/3/ 2, nao podemos ainda concluir
que a arvore de Steiner é minima.



Capitulo 5

Metodologia

Este capitulo apresenta os principais algoritmos desenvolvidos para repre-
sentar seus respectivos fluxogramas. O programa principal “stree.m” sim-
plesmente chama os demais, como mostra o Fluxograma 5.1.

5.1 Algoritmo Steiner

O algoritmo Steiner tem como propo6sito minimizar o comprimento da arvore
com trés terminais. Para um dado conjunto de pontos (trés), inseridos pelo
usuario, os coeficientes 1,2 e 3 definidos por cfi,cfs e cfs, sao calculados
pela Equagao 5.4.

Apos o calculo dos coeficientes, obtém-se r = |pts(1) — S| < 1, onde S ¢
o ponto Steiner. Entao S é calculado aplicando-se a equacgao 5.1:

S=pts(l)+w-((1—=7) - z/w+r-exp(—i-7/3)). (5.1)
S =wS + pts(1) (5.2)
-
Para z = —, temos
N w
S—2z 5 - -
P_g_r(:)S—,H—r (P—-2) &

S=(1-r)-Z+r-P (5.3)

Para resolver (5.3), deve-se encontrar o raio(p) e o centro da circunferén-

cia (C).

37
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&
v

Cvxhull

!

Lune

é—

Steiner

:

G

Figura 5.1: Fluxograma do algoritmo Stree.

1/2 1
Temos cos30° = — & p= —.
p V3
Como a altura de um triangulo eqiiilatero de lado 1 ¢ h = = entao
1 3
y:—-h:>y:£ C=(1/2,-V3/6) e p=1/V3.

3 6
Pela equacio da circunferéncia definida por y(t) = C' + p - €, temos:
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» |1 V3 1 V3 1 V3
relm———t—2z| +r-|\z——1—2 |- |Z—z——/1 |+
2 2 2 2 2 6
1 V3. 1 V3 1 V3| 1
+r (54—722) Z§—|—FZ>+ —§—|—?Z §<:>

2
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2
3 1 1 3
\/gz—é—l—?' -7"+3-z—§—|—\/?—i —1=0.

Logo, os coeficientes que determinam o ponto Steiner sao:

( 2

cfi: 3- ‘z—e_?
cfa: 23 Re K\égz — e_zg) : (elg - 2)] (5.4)
\Cfg: ’\/gz—e_lg -1

O Fluxograma 5.3 representa o algoritmo para calcular o ponto Steiner.

=

7\

Calcular angulo

S==P(1)

Calcular coeficientes

A 4

Calcular parametro r

\ 4
Calcular ponto Steiner
Legenda:
S= Ponto Steiner ¢

M= Cosseno (maximo);
P= Pontos; Fim (
r = minimo dos coeficientes. (

Figura 5.3: Fluxograma do algoritmo para calculo do ponto Steiner.
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5.2 Algoritmo Cvxhull

O algoritmo Cvxhull tém por objetivo construir o menor poligono convexo
que contenha um dado conjunto de pontos. Para isso, o mesmo recebe um
conjunto de pontos no sistema de eixos. Em seguida, uma nova origem do
sistema de eixos é determinada a partir do ponto com menor abscissa, e depois
com a maior ordenada dentre os que tem aquela abscissa. Com a obtencao
desse sistema, verifica-se o ponto que realiza o menor angulo com a origem
e, dentre todos eles, seleciona o de maior distancia para plotar a primeira
aresta do poligono. Com isso, o método determina o novo sistema de eixos
(conforme visto na Se¢ao 4.6). Entao, de forma semelhante obtém a segunda
aresta do poligono com um novo sistema de eixos. Assim sucessivamente, esse
procedimento é aplicado até quando o ponto, que possui a maior distancia
com a origem do respectivo sistema de eixos, coincidir com o ponto da origem
do primero sistema. Com isso o algoritmo permite determinar o poligono
convexo. O fluxograma apresentado na Figura 5.4 mostra as principais etapas
desse algoritmo.

5.3 Algoritmo Lune

O algoritmo Lune busca minimizar o comprimento da arvore (maiores deta-
lhes podem ser obtidos na Segao 4.9). Para aplicagao desse algoritmo, inicial-
mente, o método Cvxhull é aplicado sobre o conjunto de pontos para tracar o
poligono convexo. Diante dessas informacoes, aplica-se a propriedade da lua
sobre cada aresta do poligono. Esse procedimento verifica se ha pontos no
interior da regiao demarcada em cada aresta. Caso isso ocorra, calcula-se a
distancia entre eles e o ponto que menor dista da aresta é selecionado. Com
isso, essa regiao ¢ dividida em duas novas arestas, uma entre o ponto anterior
e o novo ponto, e a outra desse ponto até o ponto seguinte. Novamente, a
propriedade da lua é aplicada com o proposito de verificar se h4 novos pon-
tos no interior da nova regiao demarcada. Caso encontre novos pontos, esse
procedimento é repetido enquanto houver pontos no interior da nova regiao.
Esse procedimento ¢ aplicado sobre todas as arestas do poligono tracado pelo
Cvxhull. A Figura 5.5 representa o fluxograma do algoritmo.
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( Inicio >
I, Pontos (pts) |

| Construir um novo sistema de eixos | —

I}

Determinar os pontos M_i, i={1,2,...}

\

M <- max(dist(M_i,0))

J

Plotar uma aresta do poligono

Legenda:
M_i = Pontos que formam

menor angulo com a origem Fim
do sistema de eixos .

Figura 5.4: Fluxograma do algoritmo Cvxhull.

5.4 Algoritmo Remake

O algoritmo Remake é um submodulo do método Fullt que, a principio tenta
tracar de uma arvore plena. Caso nao encontre-a, retorna as informagoes
para Fullt. Para o algoritmo proposto, localiza-se os pontos plotados pelo
usuario no sistema de coordenadas. Em seguida, ird construir trés vetores
0,1 e 2 e aplica-se um processo de verificacao entre eles, ou seja, caso o vetor
1 nao esteja entre os vetores 0 e 2, apds percorrer todo arco, o algoritmo é
finalizado. Caso contrario, um contador sera incrementado e o vetor 1 sera
novamente construido. No entanto, se o vetor 1 estiver entre os vetores 0 e 2,
plota-se o primeiro ponto Steiner e assim, calcula a distancia ¢ definida pela
Equagao 5.5. Diante deste resultado determina-se o segundo ponto Steiner.
Construindo novos vetores 0,1 e 2, verifica se o vetor 1 estd a esquerda do
vetor 2. Caso afirmativo, volta ao inicio e modifica o vetor 1 construido para
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v

Pontos (pts) |

I
T 1

A

Aplicar a propriedade da lua Ir para préxima
numa aresta do poligono

Y

aresta do poligono

Exitem pontos no interior
dalua?

Percorreu todas arestas
do poligono?

Legenda:
A_i = Ponto que menor

dista dos vértices do poli- ( Fim )
gono, formando novas arestas. Plotar arestas dos pontos

iniciais ao ponto A_i

Figura 5.5: Fluxograma do algoritmo Lune.

efetuar novamente o tracado. Porém, se o vetor 2 nao estiver a direita do
vetor 1, verifica se o vetor 1 percorreu todo o arco e, em caso afirmativo, o
algoritmo é finalizado, caso contrario, se o vetor 1 nao estiver a esquerda do
vetor 0, chama o algoritmo Lasttry para realizar uma tltima tentativa. Se
encontrar a arvore, plota a mesma e conclui. Senao, concluir o algoritmo.
Entretanto, se o vetor 1 estiver a direita do vetor 0, calcula-se a distancia ¢
pela Equacao 5.5 e plota o terceiro ponto Steiner. Em seguida, se s < n — 2
e o vetor 1 estiver entre os vetores 0 e 2, calcular ¢ (Equacao 5.5) e plotar os
pontos Steiner até que ou s = n — 2 ou o vetor 1 nao esteja entre os vetores
0 e 2. Por fim, Stn recebe todos os valores de stn(1:end), onde conclui-se
o algoritmo.

Problema 1. Sejam dois pontos A = (A1, As) e B = (By, By), donde
partem dois vetores nio paralelos v = (vy,v3) e W = (wyi,ws) respectiva-
mente. Encontre o ponto de encontro das retas (A, V) e (B, W).

€
—
w

Solucao. Considere as retas 11 e ro de modo que 71 : A+t- 0 ery : B+s-w.



44 CAPITULO 5. METODOLOGIA
O ponto de encontro entre elas ¢ A+t- v = B+s-wW = (A, Ay) +
(tvy, tvy) = (B1, By) + (swy, swsy). Assim,

A +tvyy = B tu, — = B - A
{ 1+t 1+ swy j{ V] — SWy 1 1 N

A2+tvg = BQ‘FS”LUQ t’UQ—S’lUg = BQ—AQ
V1T —wh t L Bl —Al
-[n Sl L=l =)

Im{w-A+ B-w}
Im{v-w}

Assim,

(5.5)

Problema 2. Verificaremos quando dois vetores vecO e vec2 estiao do mesmo
lado em relacao ao vetor vecl.

Solugao. Sejam
vec0 =a+bi (a,b)
vecl =c+di (c,d)
vec2 =e+ fi (e, f)

vecl -vec) = (a,b) - (¢,—d) = (ac+bd,bc —ad) = Im =bc—ad
vecl -vec2 = (a,b)-(e,—f) = (ae+bf,be —af) = Im=be—af

~~

Assim, vecl x vecO = (0,0, ad — be) e vecl x vec2 = (0,0,af — be).

Logo, invertendo os sinais do produto vetorial acima, teremos que um ve-
tor qualquer estard do lado direito de wecl se seu produto for positivo e a
esquerda, negativo. o

A representagao do algoritmo segue-se do Fluxograma 5.6.
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| Localizar os pontos (pts) |

)

(Re)construir os vetores
vec(i), i=0,1,2

Y

A

vecl percorreu todo

arco ?

| Calcular parametro t (eq. 5.5) |

v

Reconstruir os vetores
vec(i), i=0,1,2

vecl esta & esquerda
de vec2 ?

Parte (1)

Parte (Il)

Figura 5.6: Fluxograma Remake (Parte I).

5.5 Algoritmo Fullt

O proposito do algoritmo Fullt proposto é construir uma arvore plena. No
primeiro momento, o método executa o submodulo Remake. Caso encontre
uma falha (bug), conclui-se o algoritmo (pois nem sempre existe a arvore
plena). Sendo, terd uma tolerancia de trés graus e o ntumero de iteragoes sera
no maximo cem. O vetor 1 estando a direita do vetor 2, o arco é dividido
em 6 partes iguais e, enquanto este vetor 1 estiver a direita do vetor 2, nao
houver falha e o niimero de iteragoes for menor ou igual a cem, chama-se o
algoritmo Remake. Isso € feito enquanto verifica-se o cosseno entre os vetores
1 e 2. Se o valor do cosseno for menor que a tolerancia, nao houver falha e o
numero de iteracoes nao ultrapassar o limite, conclui-se o programa. Senao,
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retorna ao inicio do programa para fazer a verificacao do vetor 1 estar a
direita ou nao do vetor 2. Agora, se o vetor 1 nao estiver a direita do vetor
2, novamente o algoritmo divide o arco em 6 partes iguais. Caso o vetor 1
estiver a esquerda do vetor 2, nao tiver falha e o niimero de iteracoes for
menor ou igual a cem, chama o algoritmo Remake até que alguma dessas
hipoteses nao se verifique. Em seguida, faz a verificagao do cosseno como
descrito acima. Caso o nimero de iteragoes esteja superior a cem, conclui-se
o algoritmo e, caso contrario, volta ao inicio para efetuar a verificacao dos
lados dos vetores 1 e 2. O Fluxograma 5.9 representa o algoritmo descrito.

Parte (Il)

Parte (1)

vecl percorreu
todo arco ?

vecl esta a

esquerda de vec0 2 | Calcular parametro t (Eq. 5.5) |

| I Lasttry I | L_SIHT@_\‘

Parte (Il)

Encontrou a
arvore ?

Parte (Il

Plotar a arvore

> Fim e

Figura 5.7: Fluxograma Remake (Parte II).
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Parte (Ill)
Parte (Il)

(s<n-2)e
( vecl entre vecO e vec2 )

| Construir vecl e vec2 | (

A

Stn <- s(1:fim) |

Legenda: |
s = pontos Steiner;
n = n° de pontos; l

Stn = Todos os pontos

Steiner. C Eim )

Figura 5.8: Fluxograma Remake (Parte III).

5.6 Algoritmo Lasttry

O algoritmo faz uma ultima tentativa com objetivo de encontrar a arvore
plena (do algoritmo Fullt). As Figuras 5.11 e 5.12 representam o fluxograma
do algoritmo Lasttry.

5.7 Algoritmo Mksaw

O proposito desse algoritmo é verificar se a estrutura topoldgica analisada
tem representacao semelhante a uma “serra”. Caso isso nao ocorra, a re-
presentacao atual ird sofrer mudanca para que obtenha a forma desejada.
O algoritmo trabalha da seguinte forma, analisa a quantidade de pontos
presentes no sistema de coordenadas. Caso esse nimero de pontos esteja entre
trés e cinco, o método calcula os vetores para os pontos X e Y conforme a



48 CAPITULO 5. METODOLOGIA

Figura 5.13. Entao, os pontos da presente regiao sao re-enumerados (ocorre
a troca do ponto 3 e ponto 4 somente quando nao apresentar a topologia
semelhante a uma “serra”). O Fluxograma 5.14 representa esse algoritmo.

5.8 Algoritmo Hall

O objetivo desse algoritmo é tracar uma arvore plena para quatro pontos.
Inicialmente, verifica se a quantidade de pontos € igual a 4. Caso afirmativo,
o método Fullt é executado e se retornar uma falha, renomeia os pontos e
aplica-se novamente o algoritmo Fullt, determinando os pontos Steiner. Em
seguida, desenha a arvore desejada. Caso negativo, recebe pontos Steiner e
traga uma sub-arvore nao plena. Se a quantidade de pontos for maior que 3,
volta ao inicio para verificagao de 4 pontos. Porém, se tiver uma quantidade
maior que 4, nao havendo falha, chama o algoritmo Fullt e recebe os pontos
Steiner. Se obtiver falha, renomeia os pontos e chama Fullt, que determina
os pontos Steiner. Finalmente, o algoritmo desenha a arvore encontrada e,
novamente verifica-se a quantidade de pontos. Caso tenha uma quantidade
maior que 4 pontos, volta para o inicio. Se o nimero de pontos for igual a 3,
chama o algoritmo Steiner e traca a arvore. Com apenas 2, o método traca a
aresta e finaliza o algoritmo. O Fluxograma 5.15 representa esse algoritmo.

5.9 Algoritmo de Prim

Esse algoritmo tém como objetivo encontrar uma arvore que contenha todos
os vértices do grafo e cuja soma das arestas seja minima. Inicia-se localizando
os pontos marcados pelo usuéario no sistema de coordenadas. Partindo do
primeiro ponto, verifica-se dentre todos os outros, o que menor dista deste e
traca a aresta. Renomeando este ponto para ponto 2, verifica-se os pontos
que menor distam dos pontos 1 e 2, e traga a aresta de menor comprimento
entre as duas encontradas. Renomeando o ultimo ponto para 3, novamente
verificam-se as arestas que possuem menor comprimento em cada um dos
trés pontos. A aresta com menor comprimento serd tracada, renomeando o
novo ponto 4. Esse procedimento seré realizado até conectar todos os pontos
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livres do sistema de coordenadas. A Figura 5.16 representa o fluxograma
desse algoritmo de Prim.
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| | Remake | |

tol <- 0.999
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Legenda:
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Figura 5.9: Fluxograma do algoritmo Fullt (parte I).
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Figura 5.10: Fluxograma do algoritmo Fullt (parte II).
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Figura 5.12: Fluxograma do algoritmo Lasttry (Parte II).
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Figura 5.13: Exemplo da Mksaw.
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Figura 5.14: Fluxograma do algoritmo Mksaw.
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Figura 5.15: Fluxograma do algoritmo Hall.
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Figura 5.16: Fluxograma do algoritmo Prim.




Capitulo 6

Resultados

Este capitulo apresenta alguns resultados obtidos pelo desenvolvimento dos
algoritmos, que propoem-se a encontrar a arvore plena.

6.1 Dois cenarios

A Figura 6.1 apresenta o Cenario 1. Observe que para esta quantidade de
pontos, o programa Stree chama varios subprogramas. Em certas localiza-
coes, percebe-se que duas arestas possuem um angulo menor que 120°. Este
fato ocorre porque antes de efetuar o tracado, tinhamos um angulo “gordo”
(maior que ou igual a 120°) e, por ter tragado um ponto Steiner, o angulo
se torna “magro” (menor que 120°). Para a resolugao disto, o programa deve
localizar a regiao dos pontos em que houve trocas de angulos. Apenas nes-
sas regioes de pontos que tenham este tipo de problema, deve-se efetuar o
tracado novamente para poder encontrar a arvore minima.

Para o Cenério 2 apresentado pela Figura 6.2, percebe-se que a arvore
resultante do programa nos fornece é uma pelicula. Para resolucao desta, de
inicio o programa tentaria eliminar um ponto Steiner ligado a trés terminais.
O terminal que ficasse isolado teria que conectar-se a um outro de modo que
tenha o menor comprimento possivel, preservando a propriedade do 120°. A
questao seria descobrir qual a escolha para exclusao do ponto Steiner. Esta
juntamente com o Cenario 1 sao as proximas correcoes a serem feitas.
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Figura 6.1: Cenario 1.
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Figura 6.2: Cenario 2 (Pelicula).
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Capitulo 7

Conclusoes

Apesar das pequenas falhas que, por vezes, o programa “stree.m” apresenta,
julgamos que é vantajoso investir em seu desenvolvimento, a despeito de ja
termos outros “softwares” disponiveis para o tracado de arvores de Steiner.
Retomando o que foi explicado na Introducao deste trabalho, programas
como Geosteiner e o Surface Fvolver nao se encontram numa linguagem
tao acessivel como a do MatLab. De fato, Java ou C++ destinam-se a
especialistas em programacao, o que nao é exigido pelo MatLab.

Certo, codigos mais acessiveis em C, como o programa ‘“steiner.c” de
Robert Bell, pautam-se por extremas simplificacoes, no caso partindo da
“minimal spanning tree” gerada pelo algoritmo de Prim (vide Figuras 1.2(a),
1.2(b) e segoes 4.12 e 5.15). Mas com isso perde-se o objetivo principal, que
¢ o de obter uma arvore que tenha todas as chances de ser o minimo global
de comprimento, a arvore minima de Steiner.

Dizemos “todas as chances”, pois as propriedades que foram estudadas
neste trabalho, como a “Lua”, o “Diamante” e a “Conjectura \/5/2”) sao testes
que indicam quando uma arvore de Steiner nao ¢ a minima. Mesmo com
sucesso em todos os testes, ainda nao se pode afirmar que encontramos o
minimo global, pois eles trazem condi¢oes necessarias, mas nao suficientes.

De qualquer modo, o objetivo de obter uma arvore com maxima chance
de ser a minima de Steiner, é justamente o que motiva desenvolvermos a
programacao do “stree.m”. Portanto, abrimos mao de codigos ja disponiveis
e retomamos [GP], o cléssico artigo de Gilbert e Pollak, desde o seu inicio.
Claro, o programa “stree.m” ainda nao possui todos os testes implementados,

61



62 CAPITULO 7. CONCLUSOES

o que sera realizado futuramente (vide a proxima segao).

Agora, com o intuito de garantir nossa propriedade intelectual, ainda nao
disponibilizamos todos os codigos MatLab. Isso sera feito futuramente, apos
obtermos uma publicacao cientifica de nosso trabalho, pois ele é original de-
vido ao seu proposito diddtico. De fato, como tese de mestrado, seu maior
proposito é tornar acessivel a teoria e o aprendizado desta por meio de um
“software” tao pratico quanto o MatLab. Por causa disso, disponibilizamos o
programa “stree.p” (executavel mas com protegdo de codigo), e alguns Mo-
dulos Diddticos, disponiveis em

http://sites.google.com/site/wraffa/arquivos

Os modulos didaticos sao ao todo cinco: Cvxhull.m, Lune.m, Mksaw.m,
Prim.m e Steiner.m. Eventualmente, chamam sub-programas como sread.p,
swrite.p (todos os modulos de “stree.m” sd@o em mintusculas). Sugerimos que
o leitor execute estes programas em MatLab acompanhando as respectivas
secoes dos Capitulos 4 e 5.

Além do objetivo didatico, também pretendemos nao patentear o pro-
grama. Defendemos os “softwares” livres, e inclusive faremos adaptacoes do
“stree.m” também para o Octave, versao livre do MatLab.

7.1 Pesquisas futuras

Alguns algoritmos serao desenvolvidos futuramente, como explicamos na
secao anterior. Seguem-se os principais:

e Propriedade do Diamante;
o A Conjectura v/3/2;

e Teorema de Maxwell;

e Regiao de Decisao.

Além destes, ha outros como o da Secao 4.11, e de outras literaturas que
nao trataremos aqui, como a Propriedade do “Probe”. Um 6timo resumo de
tais propriedades pode ser apreciado em

http://www.archive.org/details/RonaldLG1988
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Bolsa Mestrado: FAPESP Periodo:03\2009 — 01\2010

PUBLICACOES

1. RAFFA, W. C
ARVORES DE STEINER - TEORIA, GRAFOS E GERACAO NUMERICA, 2009.

2. RAFFA, W. C, SANTOS, A. C. L. S., SANTOS, E. P., BECKER, J. M., SOUZA, M. C. A,,
MODESTO, S. A. G.
A Matematica Integrando A Universidade E A Escola Publica, 2007.

3. RAFFA, W. C
SOFTWARE LATEX COMO APOIO NA PRODUGAO ACADEMICO-CIENTIFICA DO

CAMPUS DE TRES LAGOAS, 2007.

4. LAGOAS-MS, C. P. T., SANTOS, B. R. L., FARIA, R. F., RAFFA, W. C
Integragcao e Recuperagao, 2006.



5. RAFFA, W. C
Equagdes Diofantinas, 2005.

Participacao em eventos

1. Apresentacdo de Poster / Painel no(a) | Semana do CMCC - UFABC, 2009.
(Congresso)

ARVORES DE STEINER - TEORIA, GERACAO NUMERICA E APLICACOES.

2. Apresentacgdo de Poster / Painel no(a) Il ENCONTRO PAULISTA DE GEOMETRIA,
2009. (Encontro)

ARVORES DE STEINER - TEORIA, GERACAO NUMERICA E APLICACOES.

3. Semana do CMCC, 2009. (Congresso)

4. XIV EREMatSul - Encontro Regional de Estudantes de Matematica da Regido Sul,
2008. (Encontro)

5. IV BIENAL DA SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA, 2008. (Congresso)
6. Matematica Financeira no Excel, 2007. (Simpdsio)

7. Apresentacao Oral no(a) | SEMANA CULTURAL DA FUNEPE, 2006. (Simpésio)
INTRODUCAO AO EDITOR LATEX.

8. SOFTWARE LATEX COMO APOIO NA PRODUGAO ACADEMICO-CIENTIFICA DO
CAMPUS DE TRES LAGOAS, 2005. (Outra)

é. V SEMANA DA MATEMATICA, 2005. (Simpdsio)
iO. V SEMANA DE MATEMATICA, 2004. (Simpdsio)
il. IV SEMANA DE MATEMATICA, 2003. (Simpdsio)
6rganizag50 de evento

1. RAFFA, W. C
Matematica Financeira no Excel, 2007.

2. DEX/CPTL, P., RAFFA, W. C
DIGITAGAO DAS NOTAS DE AULAS DOS PROFESSORES DO DEX/CPTL, 2006.

3. DEX/CPTL, P., RAFFA, W. C
V SEMANA DA MATEMATICA, 2005.



